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Module Second Order ODE: homogeneous case

1. 계 미분방정식의 예2

뉴턴이 생각한 물리학 문제1)

그림 1

실험적으로 확립된 갈릴레이의 법칙을 수학적으로 설명할 수 있을까 낙하 거리는Question) ? (

시간의 제곱에 비례 한다.)

공이 움직이기 시작하여 초 후의 높이를  라 하고 공의 질량을 이라고 하자 뉴.

턴의 제 운동법칙과 중력의 법칙에 의하면2






이다 여기서. 는 중력 가속도이다.

이것은 우리가 앞에서 살펴본 대로 일종의 미분방정식이다.

미지의 함수  는 어떤 함수일까?

먼저  의 일계 도함수를 라고 놓으면 미분방정식은






가 되는 미지의 함수 를 찾는 문제가 된다.

주어진 식을 에 대해서 적분하면 을 얻는다.

이제 이 식을 다시  에 대한 식으로 바꾸면
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




가 되고  는 미분해서 일차함수가 되는 함수이다.

이 식의 양변을 에 대해서 적분하면 


 자유낙하를 설명하는 미분방정(

식의 일반해 가 된다) .

여기서 정해지지 않은 상수  는 어떻게 결정할 수 있을까?

가 되는 것을 볼 수 있는데 이는 공의 최초의 높이 즉 탑의 높이, 이다.

한편 이므로 가 되는데 라는 것은 높이의 시간에 대한 변화율

즉 속도이다 따라서. 는 최초의 속도임.

계 선형 미분방정식2. 2 (2nd order linear differential equation)

기본 개념과 용어(1)

계 선형 미분방정식이란 미지의 함수2  가 만족하는 다음과 같은 방정식이다.







 .

선형이란 말은 좌변의 식이  ′ ″에 대해서 일차식이 되기에 붙은 이름이다.

선형의 좋은 점은 가령*  인 경우  가 각각 미분방정식의 해일 때 임의의

상수 에 대해  과 의 일차 결합 도 해가 되(y_1 y_2 Linear combination)

는 것이다.

′′′ 

′′′ 

 ″′

′′′′′′ 

⇒

계 미분방정식에서는 미지 함수의 초기 값을 정해주는 것으로 충분했지만 계 미분방정식1 2

은 두 번 미분한 함수에 대한 식이므로 미지함수의 계 미분에 대한 초기 값도 정해주어야1

한다 즉.  ′ 형태의 초기 조건(Initial condition)을 주어야 한다.
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정리하면 계 선형미분방정식의2 초깃값문제(Initial Value Problem) 는 다음과 같이 주어진

다.







 

 ′

계 선형 미분방정식의 일반해 를 어떻게 구할 것인가GOAL) 2 (General solution) ?

보기 1. 계 선형 미분방정식2 ″ 의 해를 구해보자.

만약 함수  가 계 미분방정식1 ′ 를 만족하면 ″ ′′ ′ 이므로 본래의 미

분방정식의 해가 된다.  가 바로 그런 함수.

한편  가 ′를 만족하면 ″ ′′ ′′ 가 되므로 마찬

가지로 본래의 미분방정식의 해가 된다.   가 ′의 해가 된다.

방정식=> ″ 의 해  와   는 기본적으로 다른 해이다.

두 번째 함수는 첫 번째 함수의 상수 배가 아니기 때문이다=> .

그런 경우 두 해가 일차 독립(Linearly independent)이라고 한다.

방정식 ″ 가 갖는 선형성 때문에   도 해가 된다 이와 같이 적분 상수를.

포함하는 해를 미분방정식의 일반해 라(General solution) 고 한다.

계 선형 미분방정식을 푼다고 할 때는 일반해를 구하는 것을 의미한다2 .

일반해는 일차 독립인 두 개의 해의 선형결합 또는 일차결합 으로 주어진다( ) .

상수계수의 계 선형 미분방정식(2) 2

계 선형 미분방정식에서 계수 함수가 상수인 경우에 일반해를 구하는 것을 알아보자 계수가2 .

상수인 경우는 ″′  와 같이 쓸 수 있다 여기서 는 상수이다. A, B .

동차 의 경우* (homogeneous)

먼저  인 경우 이 때 이 방정식을 동차 방정식이라고 한다.

동차방정식은 ″′   꼴이다.

일반해 ?

앞의 보기에서 살펴본 것처럼 지수함수가 해가 될 것처럼 보인다 정해지지 않은 상수. 에 대
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해 함수    를 방정식에 대입해보면







     

가 된다 이로부터 상수. 이 만족해야할 조건

   

을 얻게 된다 이를 주어진 미분방정식의. 특성방정식(Characteristic equation)이라고 부른

다.

이 특성방정식은 다음 세 가지 유형의 근을 갖는다.

두 개의 서로 다른 실수 근(1)

한 개의 중복 실수 근(2)

두 개의 복소수 근 두 근은 켤레 복소수 관계임(3) ( )

이제 다음 보기에서 세 가지 유형을 각각 살펴보자.

첫 번째 유형 미분 방정식Ex) ( ) ″ ′   의 해를 구해보자 특성방정식.

    은 두 실 근 을 가지므로 미분방정식은r=-2, -3     를 해로 갖는다 이.

두 해는 일차독립이므로 방정식의 일반해는

  
   

 

이다.

두 번째 유형 미분 방정식Ex) ( ) ″ ′   의 해를 구해보자 특성방정식.

    은 중근 를 갖는다 따라서r=-2 .  가 해가 된다.

두 번째 해는 어떻게 구할까?

이처럼 중근이 나오는 경우 두 번째 해는 지금 얻은 해에 적당한 함수를 곱하여 얻는다.

실제로  가 해가 된다 해.  와  는 일차독립이다 따라서 일반해는.

  
   

     
 

이다.

-------------------------------

  가 해가 되려면?

  ″  ′  

″′  ′   

 ″′′  
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⇒ ″⇒  

연습 1)    가 ″ ′   의 해가 됨을 보여라.

세 번째 유형 미분방정식Ex) ( ) ″ ′   의 해를 구해보자.

특성방정식    은    

두 개의 복소수 근=>      을 갖는다.

따라서 형식적으로는 두 해        을 갖는다.

오일러의 항등식

        

               

                    

이 두 식의 합과 차는 다음과 같다.

         ,

        

동차인 선형미분방정식의 두 해를 더하거나 빼거나 상수를 곱한 것들도 원래의 미분방정식의

해가 되가 되므로    와   도 원래의 방정식의 해가 된다 이를 확인하여 보아라( !).

이 두 함수는 일차독립이다( .)

따라서

  
    

   

는 미분방정식의 일반해가 된다.

------------------------------------

일반적으로 미분방정식 ″′  의 특성방정식이 복소수 근을 가질 경우 즉,

   ⇒  ± 

인 경우 일반해는

 
 

 

가 된다.
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       실수부와 허수부⇒


