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Module Surface integral and flux

1. Parametrizations of Surfaces: Introduction

①

 

 



We want to express the ant circle on plane 

 

 



We need two parameters  and  such that we express points moving on cylinder.

∋↦ ∈

②   paramerize a surface given as a graph of 

    

예제)

  ≧ 



   



- 2 -

∈ ≦ 

parametrization of plane.③

   

예제) Sphere centered at  with radius 

 

 
















 ≦  ≦ 

 ≦  ≦ 

Surface of revolution④

curve in x-z plane

 



 
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 

 

 

 ≦  ≦ 

 ≦  ≦ 

예제) torus

  

 

 ≦  ≦ 
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곡면의 매개화2.

 : →  연속 사상 (mapping)

↦  

예제)

   

 

 

∈×

예제)
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 

 

 

∈×

예제) sphere

 

 

 



∈×

예제 매개화가 주어졌을 때 곡면을 해보라) sketch .

 

  

  

  




  
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평면에 중심이이고 반지름이 인 원2 . 방향으로 이동

예제)  으로 매개화 되는 곡면을 스케치하라.

곡면의 면적 구하기3.

 :   ∈




×

 










 










Justification of area formula

(*) ∆×∆의 에 의한 의 면적을 구해보자image .

의 길이arc PQ = 



 ↦ 

 ≦  ≦ ∆





의 길이

의 길이arc PR = 



 ↦ 

 ≦  ≦ ∆





의 길이

면적(*) ≈ ×

curve ↦ 의  에서의 를target vector 라고 놓자.

↦ 


 









curve ↦ 의  에서의 를target vector 라고 놓자.

↦ 


 








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≈ ∆

≈ ∆

×≈ ×∆∆

의 면적surface ≈ ×∆∆

예제)

   

 ⇒ 

 ⇒ 

 

  






 
 

  






  

예제 반지름 인 의 겉면적 구하기) 1 sphere

       

    ≦  ≦  ≦  ≦ 

 










  
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 










 

×   
  

  
  

 

×
  

 

 

 



×




















예제 가 함수) Surface  의 그래프로 주어질 때,    , ∈

의 가surface area 

  로 주어짐을 증명하라.

예제 평면)  아래에 있는 paraboloid  의 를 위의 결과를 이용surface area

하여 계산하라.
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예제) The portion of the cone  between the planes  and 

Find its surface area.

예제) Cylindrical surface    ≦  ≦ 

 

   ≦  ≦ ,  ≦  ≦ 

×
 



mass 























예제)  ≧ ,   ⇒  ≦  ≦ 













예제 의) Torus surface area?

예제)

   ≦  ≦  ,  ≦  ≦ 

 
′


 

×
  

′×  

예제)
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     ≦  ≦ 

×
  

  
 
  

   

Area = 









 

4. Surface integral of f over the surface S

  → 







×

A thin sheet has the shape of a surface S and its density (mass per unit area) at

 is 

Total mass of the sheet






Center of mass 






















예제)     ≦ ,  . Find .

를 매개화한다Sol) S .

  

    ≦ 

  
 

  
 
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  

  

Apply 


to both sides 


 






Like wise 


 






   
  

 
  

  
 

×  
  

  



  

 
 










 


 
 


１

 

















use polar coordinates











 




 


  































 











여기서(  )
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Likewise ,  




예제)

 ∪ ∪ 

  
 ∩  ≦  ≦ 

  ∩ 
 ≦ 

  ∩ 
 ≦ 















    

  ≦  ≦  ≦  ≦ 

 

  

  

×   
  

  
  

 

×
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















 


















    




  (Exe)

Exe)

  ,  ≧  ≧  ≧ 




 를 계산하라. (ans :


)

5. Flux integral through surface

*Orientation of surface

곡면의 안과 밖을 구분하는 방법이다.

곡면의 법선 를 이용하여 을 정한다vector orientation .

예제)  

바깥 쪽을 향하는 법선 는 을 안쪽을 향하는 법선 는vector positive orientation vector

을 준다negative orientation .

 

×  


-------------------------------------------

곡면 위에서의 적분의 중요한 응용으로 을 생각해보자* Flux integral .

단위시간 동안 를 통과한 물의 부피 시간Flux = S volume ( / )

Def) Area vector


)ⅰ  = area of the surface

)ⅱ

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예제)

  

는 공간의 면적A

∆ 동안 를 통과한 물의 부피  ∆

Flux    ∙ 

∆∆

 ∙ ∆ Flux through

→


 ∙ 

×  



- 15 -

×

×
 

법선 벡터normal vector ( )

 의sphere position vector

정의( ) Flux integral of vector field across S

는 위에서 정의된 연속하는F S vector field.

  의 outward normal vector




 ∙ 

의 물리적 의미Flux integral

density , velocity 인 의 를 생각하라fluid flow .

 ∙  Area ∆는 조각surface ∆를 단위시간당 통과하는 유체의 양이다.




 ∙ ∆는 단위시간당 를 통과하는 유체의 양이다.

예제)

 

   
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


 ∙ 를 계산해보자.

 

    ≦  ≦  ≦  ≦ 




 ∙×

×
×

 

×  


 ∙ × 

 

 










































예제)

 

   ≦  ≦ 




 ∙ 


 ∙ 


 ∙ 

    

 

    ≦ 

 ∙  

  ,   
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×  




 ∙ 




  ∙  

  


  

  

×   
  
  
  






 ∙ ×

×
×




 ∙ × 

 

 ∙ × 


 


















∴


 ∙  


