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Module Power series

Power series

수렴반경과 수렴구간

의 미분과 적분Power series

교과서( module 12)

Motivation

진자의 주기 (period of pendulum)

주기   




  




여기서   

    

  

다항함수로 근사=>

------------------------

멱급수1. power series( )




∞


 

⋯

는 변수 의 값을 정할 때 무한급수가 정해진다x => x .

여기서 을 의 계수 라고 한다power series coefficient .

부분합이 다항함수인 무한급수를 라고 한다( power series )

예제 


∞

 ⋯
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대입하면 급수는x=0 1

대입하면x=1/2 
  

∞

  


 

을 대입하면x= -1 
  

∞

      ⋯ 발산한다.

함수로서 


∞

 ⋯ 는 에서만 정의된다 수렴한다-1<x<1 . ( )




∞

 ⋯ 



부분합=> 




→



기본질문( )




∞


 

⋯ 는 어떤 값에 대해 수렴하는가?

무한급수에 대한 수렴판정법 사용.

각 항의 부호가 일정하지 않기 때문에 언제 절대수렴을 확인




∞



이 수렴할 의 조건을 찾아라x

비율판정법 또는 을 적용( root test)

lim
→ ∞



 

 
  일 때 수렴( ) => lim

→ ∞

    

=>    lim
→ ∞

  

정의 
lim
→ ∞

  


를(>0) 


∞


 

⋯ 의 수렴반경 (radius of

convergence)이라고 한다.




∞


 

⋯ 는 에서 절대수렴한다 따라서 수렴한다-R<x<R ( )
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수렴반경이 정하는 영역이 주어진 가 수렴하는 최대 영역인가Question) power series ?

정리 만약 멱급수. 


∞



이 한 점   에서 수렴하면,    인 모든 에서 이

멱급수는 절대수렴한다.

예제) 
  

∞



  
는 에서 수렴한다 왜 그러한가x=1 ( ?)

위 정리가 참이라면 이 멱급수는 인 모든 에 대해 절대수렴한다 따라서 수렴1 < x <1 x (–

한다)

정리의( IDEA)

급수  이 수렴하면, lim
→ ∞


   이 충분히 크면=> n |a_n x_0^n | <1


  




 ≤ 




비교판정법 => 
  

∞


 ≤ 

  

∞


 


우변은 가 보다 작은( ratio 1 geometric series)

-----------------------------------------------------------

정리 만약 멱급수 


∞



이 한 점 에서 발산하면x=d ,     인 모든 에서 이 멱급

수는 발산한다

귀류법을 이용하여 증명가능( )

위의 두 정리로 부터의 결론

멱급수의 수렴 영역은 원점을 중심으로 반경 인 구간을 점점 키워가다가 발산하는 지=> a

점에서 멈춘다 그 바깥에서는 모든 점에서 발산함. .

수렴반경은 또는 양수이거나 또는(+) =0, ∞ 이다.

---------------------
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정의 수렴구간 (Interval of convergence) 주어진 멱급수 


∞



가 수렴하는 최대의

구간 을 수렴반경이라고 하면 수렴구간은 이거나 네. R (-R, R) [-R, R), (-R, R], [-R, R]

가지 중 하나가 된다 이.

예제) 


∞






lim
→ ∞



 lim
→ ∞



 lim
→ ∞



 

=> R= 1/0= ∞

----------------------------

보다 일반적으로 멱급수를,

  
  

∞

  


형태로 생각할 수 있다.    인 경우에는 물론 멱급수(center of power series) 의 값이

로 당연히 수렴한다 따라서 이 경우에는. 가 원점 대신 기준점이 될 것이다.

수렴반경은 일 때와 동일하다c=0 . 계수에만 의존하기 때문이다.

함수로서 멱급수를 만큼 이동한 것으로 이해 수렴영역 은 로 이동 여c => (-R, R) (c-R, c+R) (

기서 가 로 이동center 0 center c )

예제) 
 

∞




의 수렴반경과 수렴구간을 구하시오.

lim
→ ∞



 lim
→ ∞



 수렴반경=> R=1 ( )

기본 수렴영역은 즉|x-2|<1 (2-1, 2+1)=(1, 3)

수렴구간 을 구하기 위해서는 구간의 양 끝점을 확인(interval of convergence(

x=1 => 
 

∞




 

 

∞




는 조화급수 중에서 는 가(p-sereis p=1, p-series p 1

보다 커야 수렴한다 이므로 발산한다) .
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x=3 => 
 

∞




 

 

∞




교대급수이고 교대급수판정법을 적용하면 수렴한다( ) .

수렴구간은=>   ≤ 이다.

연습문제

1. 
 

∞


 


의 수렴반경과 수렴구간을 구하시오.

2. 
  

∞




 
의 수렴반경과 수렴구간을 구하시오.

------------------------------------------

의 미분과 적분2. power series

f(x)= 


∞

 ⋯ (-1< x <1 )

부분합은 다항함수이고 미분가능하다(1) .

함수로서 미분가능한지 물어보는 것은 자연스럽다.

=>  ′
 

∞

 

부정적분은(2) ?


 

∞




 

위의 두 질문은 미분연산자를 무한합과 적용순서를 바꿀 수 있는지 묻는 것과 같다=> .

마찬가지로 적분연산자를 무한합과 적용순서를 바꿀 수 있는지 묻는 것과 같다.




∞


  




∞


 



∞
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∞


 

 ′  


∞




   




  


∞






   


∞





 ′ 


∞








∞









 


∞


 

   


 


∞



















∞

 


∞




 



∞

 ⋯   






 


∞


 

   


 


∞



 

  


∞
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∞

 


∞



  




 











∞




∞






 




∞












⋯


